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Resumen

La teoria de respuesta al item (TRI) proporciona un marco
conceptual para explicar las respuestas a instrumentos
psicologicos mediante modelos matematicos que inclu-
yen parametros tanto para las personas que responden
como para los items que conforman el instrumento. Este
articulo, que es el segundo en una serie de tres dedicada
a revisar los principios de la estimaciéon de parametros
en modelos TRI, se centra en los procedimientos para
estimar los parametros de los items. En particular, revisa-
mos tres variantes del método de estimacion por maxima
verosimilitud: maxima verosimilitud conjunta, maxima ve-
rosimilitud condicional y maxima verosimilitud marginal.
Para cada variante resaltamos sus caracteristicas princi-
pales, asi como sus ventajas y limitaciones. Finalmente,
ilustramos los procedimientos mediante un ejemplo de un
anélisis de respuestas en un examen de opcion multiple.
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Maximum likelihood estimation in models
from item response theory: Il. ltem
parameters

Abstract

Item response theory (IRT) offers a conceptual framework
for explaining the responses on psychological tests through
mathematical models that include parameters for the re-
spondents as well as for the items that make up the test.
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This article, which is the second in a series of three that re-
view the principles underlying parameter estimation in IRT
models, focuses on the procedures used to estimate the
item parameters. In particular, we review three variants of
maximum likelihood estimation: joint maximum likelihood,
conditional maximum likelihood, and marginal maximum
likelihood. For each variant, we highlight its main char-
acteristics, together with its advantages and limitations.

Para el analisis psicométrico de pruebas que mi-
den rasgos psicologicos latentes (como habilidades
cognitivas, competencias, actitudes, rasgos de per-
sonalidad), el enfoque de la Teoria de Respuesta al
Item (TRI) se ha consolidado como una herramienta
central. Especificamente, en el contexto de la eva-
luacion educativa y, sobre todo, para pruebas a gran
escala y de alto impacto, las ventajas conceptuales
y metodolégicas de la TRI han convertido este en-
foque en el marco predominante para el analisis de
los datos de evaluacion'.

La aplicacion de un modelo TRI requiere pro-
gramas informaticos especializados que permiten,
entre otros aspectos, obtener estimaciones de los
parametros del modelo, evaluar la precision de di-
chas estimaciones y examinar el ajuste del modelo
a los datos observados. Con respecto al método de
estimacidn, el mas utilizado en este contexto es la
estimacion por maxima verosimilitud (MLE, maxi-
mum likelihood estimation). En el numero anterior
de esta revista’ presentamos una revision de los prin-
cipios que subyacen a la MLE y mostramos cémo se
aplican para la estimacion de los parametros de las
personas en el caso particular del modelo de Rasch®.
En este desarrollo, se asumié que los parametros de
los items eran conocidos; sin embargo, en la practica,
también es necesario estimarlos. El presente trabajo
se centra en los procedimientos de MLE para esti-
mar los parametros de los items.

En la siguiente secciéon retomamos brevemente
la notacién y las ecuaciones basicas del modelo de
Rasch, asi como el concepto de verosimilitud, que
resulta necesario para las secciones subsecuentes.
Posteriormente, explicamos las tres principales va-
riantes de MLE para los parametros de los items:
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Finally, we illustrate these procedures with an example
of an analysis of the responses to a multiple-choice test.
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maxima verosimilitud conjunta, maxima verosimi-
litud condicional y maxima verosimilitud marginal.
Tras presentar estas tres aproximaciones, ofrecemos
una sintesis comparativa, destacando las principa-
les ventajas y limitaciones de cada una. Asimismo,
incluimos una breve revision de software libre y un
ejemplo de su aplicacion en datos empiricos. El ar-
ticulo concluye con algunos comentarios finales.

Cuando en la practica se quiere ajustar el modelo de
Rasch a datos empiricos, generalmente se dispone de
las respuestas de n personas a m items. Estos datos
pueden organizarse en una matriz y de dimensiones
n X m con valores dicotémicos (unos y ceros para
respuestas correctas e incorrectas, respectivamen-
te). El modelo de Rasch incluye para cada persona p
un parametro 0, (su nivel en el rasgo latente que se
quiere medir) y para cada item i un parametro {3; (su
dificultad). La relacién entre estos parametros y la
probabilidad de las posibles respuestas de la persona
en el item se expresa mediante la siguiente ecuacion:

eXp[ypi(ep - Bl)]
1+ exp(8, —B;)°

Pr(Yy: = ¥pi; 0, B:) =

En esta ecuacion, Y); es la variable que representa la
respuesta de la persona p en el item iy y,; correspon-
de al valor concreto de esta variable.

La ecuacion 1 describe la probabilidad de la res-
puesta en un item individual. El modelo de Rasch
también permite calcular la probabilidad de un pa-
tron completo de respuestas, Yp= (Yp1» Vpas «+or Ypis vos
Ypm); es decir, la probabilidad conjunta de las res-
puestas de la persona p a todos los m items de la
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prueba. Para ello, el modelo asume independencia
local, lo cual implica que la probabilidad conjunta
se obtiene multiplicando las probabilidades de las
respuestas en los items individuales:

]3

Pr(Y, = y,:6,,B) = | Pr(Yy;

i=1

= Ypis ep' BL)

7 explypi(8, — B)]
1 1+exp(®, —B;)

El problema de estimacion consiste esencialmente en
asignar valores a los n parametros de las personas,
0=(9,0, ..., 0, ..., 0,), yalos m parametros de los
items, B = (P, B2» --» Pi> ---» Pm)- En el articulo previo,
revisamos como obtener, por el método de maxima
verosimilitud, una estimacioén 6, del parametro de
cada persona, asumiendo que los valores de los pa-
rametros de los items en el vector  eran conocidos.
Para esto, se introdujo el concepto de la verosimilitud
del pardmetro a la luz de los datos observados que, en
el caso de 6, en el modelo de Rasch, se define como:
L(8p; ¥, B) = Pr(Yy, = y,; 0, B).
Es decir, la verosimilitud del valor especifico del pa-
rametro 0, es, por definicion, la probabilidad de ob-
servar los datos y, para dicho valor de 0, (segun la
ecuacion 2). Para obtener el estimador 8, por maxi-
ma verosimilitud se considera la verosimilitud como
una funcién de 6, y se busca aquel valor del pardme-
tro que maximice £(6,; y,, ). De manera equivalen-
te, se puede buscar también el valor 6, que maximice
lalogverosimilitud, €(8,; y,) o log £(8,; ¥, B). Dado
que el logaritmo es una funcién estrictamente cre-
ciente, ambas funciones, €(0,; ¥, B) Y £(60y ¥ B)
alcanzan su maximo en el mismo valor de 6,. En la
practica, analizar la logverosimilitud suele ser mas
conveniente y ofrece ventajas computacionales.
Para una explicacion mas extensa de los concep-
tos introducidos en esta seccidn, véase nuestro arti-
culo publicado en el nimero anterior de esta revista.
En las siguientes secciones presentamos los procedi-
mientos para estimar los parametros de los items en
el vector B utilizando los principios de MLE.

La verosimilitud definida en la ecuacion 3 es una
funcién de un solo pardametro (8,). Encontrar el valor
del parametro donde esta funcion alcanza su maximo
es relativamente directo. Sin embargo, los mismos
principios de maxima verosimilitud pueden exten-
derse para estimar simultdneamente los n+ m pa-
rametros del modelo de Rasch: esto implica buscar
entre todos los posibles valores para los pardmetros
del vector (8, B) = (61, 02, ..., 04, 1, B2s -, Bm)- aquella
combinacion que resulta mds verosimil a la luz de
los datos observados y.

La funcién de verosimilitud conjunta delosn+m
parametros se obtiene multiplicando las probabili-
dades de los patrones de respuesta de las distintas
personas en la Ecuacion 2:

n
= 1_[ Pr(Yp = Yp; Op) B)
p=1

1_[1_[ €xp ypl(e Bl)]
1+exp(8, —B;)

p=1 i=1

L(6,B;y)

Esta multiplicacion se base en el supuesto de inde-
pendencia experimental, lo cual quiere decir que,
condicional a los pardmetros B, las respuestas de una
persona no aportan informacion sobre las respuestas
de otras personas. Este supuesto es distinto del de
independencia local, pero es igualmente fundamen-
tal para la verosimilitud conjunta.

Al tomar el logaritmo de ambos lados de la ecua-
cion anterior se obtiene la funciéon de logverosimi-
litud conjunta:

=
Il
Juy
.
Il
Juy

donde x,=2i",y,, el nimero de respuestas correc-
P _\n

tas de la persona p en los m items, y $,=2,,_1,, el

numero de respuestas correctas en el item i por las

n personas. La ecuacion anterior implica que (x4, %2,

wes Xn> S1, 82, ..., Sm) sON estadisticos suficientes para
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estimar los n+m parametros en (0, ). Sin embar-
go, solo se requieren n+m-1 de estos estadisticos
suficientes y solo hay n + m -1 parametros libres, lo
cual es consecuencia de que el modelo de Rasch no
estd identificado. En efecto, un andlisis de la funcidn
de verosimilitud en la ecuacion 4 muestra que para
cualquier constante ¢ se cumple:

L(04,02, ..., 04, B1, B2, s Bms ¥)
=L(®;,+¢06,+c,..,0, +c
B1+c,Bz+c ....Bm+ ).

Es decir, sumar la misma constante a todos los para-
metros 6,y {3;, no cambia las probabilidades de acer-
tar o fallar (en la ecuacion 1) ya que las diferencias
entre los parametros no cambian: (6,4¢) - (fi+¢)
= (0,— B:). Por lo tanto, existen multiples soluciones
para (0, B) que maximizan la funcién de verosimi-
litud. A esto se refiere cuando se dice que el modelo
no esta identificado. Una forma estandar de resolver
esta falta de identificacion (y seleccionar una solu-
cion particular entre todas las posibles) consiste en
fijar el valor de uno de los parametros; por ejemplo,
se impone (; =0. Esto implica que no se estima {3, y se
estiman, en total, n+ m -1 parametros del modelo.

Los estimadores por maxima verosimilitud se ob-
tienen generalizando el procedimiento de MLE de
0,. Dado que ahora se trata de muiltiples pardmetros,
se calculan las derivadas parciales de la funcion de
logverosimilitud en la ecuacién 5 con respecto a cada
uno de ellos (0, 05, ..., 0, B2, B3, ..., Pm), se igualan las
derivadas parciales a cero y se buscan los valores de
los parametros que satisfagan simultdneamente el
sistema de ecuaciones que resulta. De esta manera, se
obtiene el siguiente sistema de n+m-1 ecuaciones
(con n+m-1incégnitas; recuérdese que se fijé 3, =0):

_ Z exp(6; — B)
1+ exp(e1 B

_ Z eXp(ﬁ - By
1+ exp(8,, — By)

_ exp(E)p — Bz)
52 ;1 + exp(el7 - BZ)

_ Zn: ex'p(ep —Bm)

s =) ——~p TmJ_
" = 1+ exp(ep - Bm)
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Una solucién analitica para este sistema de ecua-
ciones no existe; sin embargo, se puede encontrar
aplicando algoritmos iterativos.

Es importante sefialar dos problemas con la es-
timacion por JML. El primero es idéntico a un pro-
blema mencionado en nuestro articulo previo sobre
la estimacion de 6): si, para una persona p, x,=0 0
x,=m, entonces no existe la MLE 0,; de manera si-
milar, si, para un item i, s;=0 o s5;=n (es decir, nadie
lo acierta o todos lo aciertan), entonces no existe
la MLE B.. El segundo problema hace referencia a
una propiedad tedrica de los estimadores por JML:
que son inconsistentes. En estadistica se dice que un
estimador § es consistente si, conforme la muestra
crece, el error de estimacién (la diferencia entre 9
y 9) tiende a disminuir. La idea subyacente es que
muestras mas grandes llevan a estimaciones mas
precisas. Sin embargo, los estimadores por JML en
el modelo de Rasch son inconsistentes’ porque, al
incrementar la muestra, también se incrementan el
numero de parametros por estimar (por ejemplo,
cada nueva persona introduce su propio parametro).
Por esta inconsistencia, rara vez se utiliza JML como
método de estimacion para el modelo de Rasch (y
los modelos TRI en general). En su lugar, se han
desarrollado métodos que, de algiin modo, “elimi-
nan” los parametros de las personas de la funcién
de verosimilitud. Estos métodos se explican en las
siguientes secciones.

Como hemos comentado en varias ocasiones, x,,
el nimero de items que acertd la persona p, es un
estadistico suficiente para estimar su parametro 9,
en el modelo de Rasch. Esto implica que todas las
personas con el mismo numero de aciertos tendran
la misma estimacién 6, de su nivel en el rasgo latente;
si la prueba consta de m items, entonces es posible
particionar la muestra total en m + 1 grupos de per-
sonas con base en su puntaje total: aquellas perso-
nas con 0 aciertos forman el primer grupo; aquellas
con 1 acierto, el segundo grupo; y asi sucesivamente
hasta el grupo de personas que aciertan los m items.
Para cada grupo, solo es necesario estimar un valor:
0, (el valor estimado para la 6 de una persona con
puntaje x). Asi, aun cuando la muestra de personas


https://doi.org/10.22201/fm.20075057e.2026.59.26791

crece,la MLE§, para cualquier persona p solo pue-
de adoptar uno de los m+1 valores posibles. Esta
propiedad abre una via para resolver el problema
de la inconsistencia de los estimadores por JML que
comentamos en la seccién anterior.

CML explota esta propiedad del modelo de Rasch
definiendo una funcién de verosimilitud condicio-
nal alos puntajes observados de las n personas en el
vector X = (X1, X2, ..., X). Esta funcién ya no incluye
los parametros de las personas, sino unicamente
los parametros de los items. El siguiente ejemplo
ilustra como se logra eliminar los parametros de
las personas de la funcion de verosimilitud. Nuestra

Pr[Y, = (1,0,1) | x, = 2;6,, ]

exposicion aqui sigue, en lo esencial, la presentacion
de Verhelst'.

Considérese una prueba con m=3 items y el
patron de respuestas y,=(1,0,1) de la persona p;
entonces, el puntaje observado de esta persona es
x,=2. A continuacion, derivamos la probabilidad de
observar este patron de respuesta y, condicional al
puntaje observado x,, es decir, la probabilidad de que
la persona p tenga el patron de respuesta (1,0,1), si
se sabe que tiene dos aciertos. Notese que el puntaje
X, =2 solo ocurre con tres patrones de respuesta:
(1,1,0), (1,0,1) y (0,1,1) . Por lo tanto, dicha probabi-
lidad condicional es la siguiente:

Pr[Y, = (1,0,1);0,, ]

- Pr[Y, = (1,1,0) v ¥, = (1,0,1) v Y, = (0,1,1); 6,, B]

Pr[Y, = (1,0,1);6,, ]

- Pr[Y, = (1,1,0);6,, B] + Pr[¥, = (1,0,1);6,, B] + Pr[¥, = (0,1,1);6,,B]

El simbolo v en la primera ecuacién denota una disyun-

«

cion (y selee como “0”). Las probabilidades del lado dere-

cho dela ecuacion 6 se obtienen a partir de la ecuacion 3.
P. ¢j., la probabilidad del patron (1,0,1) esta dada por:

Pr[Y, = (1,0,1);0,, B] = Pr(Y,, = 1;0,,8;) x Pr(Yy, = 0;0,,B,) X Pr(Yys = 1;6,,B3)

exp(8, —B1) 1

exp(8, — Bs)

- 1+ exp (6, — By1)

1+exp(®, —B2) 1+exp(6,—Bs)

_ exp(28,) exp(=B1 — B3)

K

donde, por conveniencia, definimos k=]T._ [1+exp®,~8)]-
Las probabilidades para los patrones (1,1,0) y (0,1,1)
se obtienen de manera similar. Todas comparten el
mismo denominador K e incluyen en el numerador

Pr[Y, = (1,0,1) | x, = 2;6,, 6]

el factor exp(20,), lo cual es consecuencia de que
cada uno de estos patrones de respuesta tiene exacta-
mente dos aciertos. Al sustituir estas probabilidades
en la ecuacion 6, se obtiene:

exp(265,) exp(=B; — B3)

K

exp(26,) exp(=B1 — B2) + exp(26,) exp(=B; — Bs) N exp(26,) exp(=B, — B3)’

K

K K
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lo cual, tras simplificar, resulta en:

Pr[Y, = (1,0,1) | x, = 2;6,,B] =

exp(—B; — Bs)

El punto clave de la ecuacién 7 es que, condicional
al puntaje observado, la probabilidad del patrén de
respuesta depende unicamente de los parametros de
los items B = (B, B2, P3); ya no depende de 0,,.

Para encontrar la estructura general de esta
probabilidad condicional —para cualquier m y
cualquier patrén de respuestas y,— se definen
€;=exp(-P:) para todos los items (i=1, ..., m), y el
vector €= (g1, €2, ..., €m). En el ejemplo anterior, el
numerador de la ecuacion 7 es igual a €;¢3, el pro-
ducto de las &; correspondientes a los items acer-
tados por la persona p. En general, el numerador
tendrd la forma: [} aiy"i. En el denominador de la
ecuacion 7 se tiene €,€,+ €183+ €,€3; es decir, la suma
de todos los productos de dos €; que pueden formar-
se a partir de las tres (&, €2, €3). Son productos de
dos € porque corresponden a patrones de respuesta
con dos aciertos y la suma consta de tres términos
porque con tres items se pueden formar tres pares
distintos. Para el caso general, el denominador es
la suma de todos los posibles productos de x, ele-
mentos €s (en total, m!/x,! (m-xp)!términos) y
se conoce como la funcion elemental simétrica de
orden x, del vector €= (g1, €, ..., €m), representada
por ¥xp(€). Se define como sigue:

YO(E) = 1!
Y1(€) =g+ e+ + gy,
Y2(€) =8, + €185+ -+ + €45,

+ €383+ €564+ - + E3€,

+ ot Epo1Emy

Ym(€) = €18,83 €.
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exp(—B; — B2) + exp(—B; — B3) + exp(—B, — B3)’

Ahora, la probabilidad del patrén de respuesta y,
condicional al puntaje x, observado en dicho pa-
tron de respuesta, puede escribirse de forma general
como:

e P

Pr(Y, =y, | x,; €] = —=—

Yy = vy | 2pi €] Y, (®
Considerando los patrones de respuesta de todas las
personas, se obtiene la funcién de verosimilitud de
los parametros €= (g, €, ..., &) a la luz de la matriz
n X m de datos observados y, condicional a los pun-
tajes observados x=(x1, X2, ..., X):

L(g ylx)

n
1_[ Pr[Yp =Yy | Xp; 8]
p=1

m .
n E:Ypl
| | . i
— =1
I I Vi, (€)

p=1

Reiteramos que esta funcién no depende de los pa-
rametros de las personas y que, al maximizarla con
respecto a g, se obtendran estimadores consistentes.
Para encontrar el maximo, se considera la funcion
de logverosimilitud,

£(g; ylx) = log L(&; y|x)

_ i s;log(e;) — zn: log (Yxp (€)>.
i=1 p=t
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y se calcula, para cada item, la derivada parcial de la
logverosimilitud con respecto a €. Este calculo re-
quiere derivar la funcion elemental simétrica yp(€).
Considérese, como ejemplo, la funcién elemental
simétrica de tercer orden para el vector e=(g;, €,
€3, 84),

Y3(€1, €2, €3, €4)
= £18783 + €168, + £1E384 + £58384.

Su derivada parcial con respecto a €,, por ejemplo, es:

0v3(€1, €2, €3, €4)
de,

= 8183 + €1&4 + 8384,

lo cual es la funcién elemental simétrica de segundo
orden para el vector (g1, €3, €4), es decir, el vector ¢
original del cual se ha quitado €,. En general, la de-
rivada parcial de y,p(€) con respecto a €; es:

0Yx, (€) )
a;;'i - yxp‘l(s(_l))'

donde £ denota el vector € del cual se ha quitado €;.
De esta manera, las derivadas parciales de la logve-
rosimilitud en la ecuacion 8 con respecto a €; son:

ot(&ylx) _ s Zn:Yxp—l(S(—i))
0¢; & Y, (€)

parai=1,..,m.

Los valores paralas €, €, ..., £ que maximizan la fun-
cién de logverosimilitud condicional en la ecuacion 8
son aquellos para los cuales las derivadas parciales
en la ecuacidn 9 son iguales a cero. La solucion de
este sistema de ecuaciones se encuentra utilizando
algoritmos iterativos. Finalmente, como explicamos
en la seccion de JML, para identificar el modelo y ob-
tener una solucion tinica es necesario imponer una
restriccion adicional, por ejemplo, fijar el parametro
B1=0,lo cual corresponde con fijar €, = 1. Esto signi-
fica que se elimina la derivada parcial con respecto
a € y que el sistema en la ecuacion 9 contiene solo
m -1 ecuaciones.

El segundo método también elimina los pardme-
tros 0 = (6, 0,, ..., 0,,) de la funcioén de verosimilitud,;
para ello, agrega dos supuestos: (1) las n personas
que respondieron los m items forman una muestra
aleatoria de una poblacion y (2) sus parametros se
extrajeron de cierta distribucion teérica para @ en
esta poblacion.

Retdmese el caso de una persona p con su pa-
tron de respuestas observadas y,. El parametro 0, de
esta persona sigue representando un valor numérico
desconocido, pero supongamos, por motivos ilustra-
tivos, que unicamente puede asumir tres valores'?,
por ejemplo: 6, =-0.5,0,,=1.2y0,3= 2.0; ademas,
las probabilidades con las que el parametro asume
estos valores son .20, .50 y .30, respectivamente. Esto
quiere decir que se define una variable ®, discreta,
con su distribucion de probabilidad:

Pr (0, = —0.5) = .20
Pr (0, = 1.2) = .50
Pr (@, = 2.0) = .30,

Este supuesto permite calcular, mediante el teorema
de la probabilidad total", la probabilidad marginal
del patrén de respuesta y,:

Pr(Yp =Yp B)
3

- Z[Pr(Yp = ¥p|0p = 6,;; B) Pr(0, = 6,,)]

=1
=Pr(Y, = y,|0, = —0.5;8) x Pr(0, = —0.5)
+Pr(Y, = y,|0, = 1.2; ) x Pr(0, = 1.2)
+Pr(Y, =y,|0, = 2.0; ) x Pr(0, = 2.0).
Una probabilidad marginal puede interpretarse como
una probabilidad que promedia (en este caso, tres)
probabilidades condicionales. Puesto que se cono-

cen los valores de ®, y las probabilidades asociadas
(por la ecuacion 10), la probabilidad marginal en la
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ecuacion 11 depende tinicamente de los parametros
de los items B. Los posibles valores para ®, se han
integrado analiticamente de tal manera que dicha
probabilidad ya no depende de ®,.

En el ejemplo anterior, es poco plausible que ®,
solo pueda asumir tres valores y que las probabili-
dades asociadas sean las de la ecuacion 10. Es mas
comun y apropiado considerar ®, como una varia-
ble continua, que puede asumir cualquier valor real
(ya que en el modelo de Rasch 0, €R), y afiadir el
supuesto de que la distribucion tedrica de ®, es nor-
mal. En general, una distribucion normal especifica
la funcién de densidad para una variable continua y
se caracteriza por dos parametros: su media p y su
varianza 0. La densidad normal de ®, se define por:

1 1 (6, —w)°

donde m = 3.14159. Esta densidad normal tiene el
mismo papel que la funcién de probabilidad en la
ecuacion 10: permite calcular la probabilidad mar-
ginal del patrén de respuesta y, integrando los po-
sibles valores para ®,. En particular:

Pr(¥, = ¥, B.1,0%)
+o00

= f Pr(Yp = yp|®p = ep; B) P2 (ep) dep :

—00

Puesto que ®, ahora es una variable continua, la
probabilidad marginal se calcula por una integral
definida (entre todos los posibles valores reales, de
a—00 a +00) en vez de una suma (entre los tres po-
sibles valores discretos de ®, en el ejemplo anterior).
Sin embargo, nétese la similitud en la estructura
de las Ecuaciones 11 y 13: Se suma o integra el pro-
ducto de la probabilidad del patréon de respuesta y,
condicional a un valor de ®, por la probabilidad o
densidad de este valor. Por otro lado, una diferencia
con el ejemplo de la distribucion discreta para ®, en
la ecuacion 10 es que esta se conoce por completo,
mientras que la densidad normal en la ecuacion 12
incluye dos parametros desconocidos (pt y 0%). Sin
embargo, como veremos en el siguiente parrafo, es-
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tos parametros se incluyen en el proceso de estima-
cién, suponiendo que tienen el mismo valor para
todas las personas. De esta manera, la probabilidad
marginal para el patron de respuesta de cualquier
persona p solo depende de los parametros 8 de los
items y de los pardmetros p y o* de la distribucién
normal; ya no depende de 0,.

Hasta ahora, solo consideramos el patrén de res-
puesta de una persona. Generalizando la idea en
los parrafos anteriores, en MML se suele suponer
que los pardmetros 0, de todas las personas se han
extraido aleatoriamente de la misma distribucion
normal; se escribe:

id
0, ~ N (y,0%)

parap = 1,..,n,

lo cual se puede leer como “las ®, de las distintas
personas se distribuyen normalmente, con media py
varianza 0%, de forma idéntica e independiente entre
si”. A partir de este supuesto, la funcion de verosi-
militud de los parametros a la luz de las respuestas
observadas y de todas las personas es:

n
LB, 1 o%y)= 1_[ Pr(Y, = y,; B 1 02)
p=1

n too

= l_[ f Pr(Yp = yp|®p = ep; B) (pu,crz (ep) dep

P=1 -0

y la logverosimilitud:

(B, 1, 0%y)
+00

n
= Z log f Pr(Y, = y,|0, = 6,;B) ¢,52(8) d6, |-
p=1

—0o

Para hallar los valores de los parametros (g y, 0%)
que maximizan esta funcion, se aplica esencialmente
el mismo procedimiento que para el caso de JMLy
CML: calcular las derivadas parciales con respecto
a cada uno de los pardmetros, igualar estas deriva-
das parciales a 0 y resolver el sistema de ecuaciones
resultante. Al igual que para JML y CML, se debe


https://doi.org/10.22201/fm.20075057e.2026.59.26791

incluir también para MML una restriccion a los pa-
rametros para identificar el modelo. En este caso,
casi siempre se realiza esta restriccion a través de KL,
fijando pu=0. Esto quiere decir que se estiman m+1
parametros: (B, B2, ..., Pm> 0%). El célculo de estas
derivadas parciales es matematicamente demandan-
te; el lector interesado lo encuentra en el material
suplementario (anexo 1). Aqui solo presentamos el
resultado:

[ _ i i exp(6, — B))
= 2
¢ ~ X P71+ exp(6, — B;)
\ parai=1,..,m
1 m
o* = ;z b)
\ x=0

donde n, es el numero de personas en la muestra
con puntaje total igual a x y los valores esperados
(denotados con el simbolo [E) son con respecto a la
distribucion posterior de ®, a la luz de los datos
observados. Dichos valores esperados requieren

resolver integrales definidas que no tienen una so-
lucion cerrada, por lo cual encontrar su maximo es
un problema complicado que se suele aproximar con
algoritmos iterativos.

Resumiendo, en MML se anade el supuesto de
que los parametros de las personas son variables
(o efectos aleatorios) con una distribucion especi-
fica, lo cual lleva a una funcién de verosimilitud
que no incluye dichos parametros y permite obtener
estimadores consistentes de los parametros de los
items. Aunque se puede escoger cualquier distribu-
cién tedrica paralos parametros de las personas, casi
siempre se supone una distribucion normal.

La tabla 1 contrasta, de manera sintética, las princi-
pales diferencias entre las tres variantes de MLE para
los parametros de los items en el modelo de Rasch
descritas en este articulo, resaltando las funciones de
verosimilitud y las ecuaciones de estimacion. Debido
a que los estimadores obtenidos mediante JML no
son consistentes, en la gran mayoria de las aplica-
ciones se utilizan CML o MML.

Comparacion de las variantes de estimacion por maxima verosimilitud para los parametros de los items en

el modelo de Rasch

Método de estimacion

Maxima verosimilitud conjunta
(JML)

Maxima verosimilitud condicional
(CML)

Maxima verosimilitud marginal (MML)

Funcion de

n n
verosimilitud £(9, [3; y) = 1_[ Pr(yp = yp; ep' B) ,C(S; ylx) - 1_[ Pr[Yp = yp | xp; £]
p=1 p=1

L(B,1,0%y)

n +o
= 1_[ f Pr(Yp = y,,|9p; B) (pu,cz(ep) deﬁ

P=1 -0

Restriccion
para la B, =0

identificacion®
z exp(e - B ) .
1+ exp(e )

Ecuaciones n EXp(ep - BL)
- 1+ exp(ep - Bi)

* parap =1,..,n

estimacion

*k parai = 2,..,m

V-1 (£CD)

1
parai =2,..,m 0% = EZ 1 Eg,[xg0? (63)

m

exp(G B: )
S; an ]Eep|xB¢T [m]

x=0

€
Yxp( ) parai=1,..,m
m

x=0

*Se presenta la restriccion utilizada en el resto del texto. (Existen otras maneras para identificar el modelo.)
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Al elegir entre CML y MML son relevantes dos
consideraciones. En primera instancia, CML re-
quiere un estadistico suficiente para 8, —como el
numero de aciertos en el modelo de Rasch— y solo
una subfamilia de los modelos de la TRI posee esta
propiedad. Otros ejemplos en los que es posible apli-
car CML incluyen el modelo logistico lineal de rasgo
latente (LLTM)" y el modelo de crédito parcial®;
sin embargo, para muchos otros modelos en la TRI,
como los modelos logisticos de dos y tres parame-
tros* o el modelo de respuesta graduada'®, no existe
un estadistico suficiente, por lo cual no es posible
realizar la estimacién por CML, y se suele utilizar
MML. Ademds, en la presencia de datos faltantes,
la aplicacién de CML puede resultar muy compleja
(o incluso inviable) mientras que MML ofrece una
mayor flexibilidad en este sentido.

La segunda consideracion hace referencia a los
supuestos adicionales en MML, que no se requie-
ren en CML. Estrictamente hablando, la validez de
las estimaciones de los parametros, asi como de las
inferencias y decisiones que se deriven de ellas, se
sustenta teéricamente en el cumplimiento de los su-
puestos del modelo. En este sentido, el uso de MML
puede hacer al analista (ligeramente) mas vulnerable
en comparacion con el uso de CML.

Debido a que casi nunca se utiliza JML, la estimacion
por maxima verosimilitud en la TRI generalmente
implica un procedimiento de dos pasos: Primero,
se estiman los parametros de los items con CML
o MML vy, posteriormente, tomando estas estima-
ciones como valores “conocidos”, se obtienen las
estimaciones de los parametros de las personas me-
diante el método descrito en nuestro articulo en el
numero anterior de esta revista. Existen varios pro-
gramas que implementan MLE para modelos TRI,
incluyendo paquetes del software R como eRm'S,
mirt?, Itm" y TAM®.

Para ilustrar la estimacion de los parametros
de los items utilizamos los datos introducidos en
nuestro articulo previo. El cédigo en R (especifi-
camente bajo el encabezado “PARTE 1: Estimacion
de los parametros de los items”), que se encuentra
disponible en el material suplementario alojado en
un proyecto de Open Science Framework (https://
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doi.org/10.17605/OSE.10/23]7U), ajusta el modelo de
Rasch a un examen de 20 reactivos de opcién mul-
tiple sobre el concepto de homeostasis respondido
por 669 estudiantes®®. Se emplean tanto el paquete
eRm, que implementa estimacién por CML, como el
paquete mirt, que utiliza MML. Este cddigo, que in-
cluye comentarios explicativos detallados, ilustra las
diferencias entre ambos enfoques; especificamente,
aquellas relacionadas con las distintas maneras de
identificar el modelo y con la estimacion adicional,
en mirt, de la varianza de la distribucion normal
asumida para los pardmetros de las personas.

MLE es uno de los métodos mas utilizados para ob-
tener los valores de los pardmetros en modelos es-
tadisticos. En este articulo revisamos tres variantes
de MLE para estimar los parametros de los items en
los modelos TRI. Aunque el desarrollo se centrd en
el modelo de Rasch, los principios expuestos aplican
de manera andloga a otros modelos de este marco.
Un enfoque alternativo para la estimacion de los
parametros en modelos estadisticos y psicométricos
es la estimacion bayesiana. La diferencia mas impor-
tante con el enfoque frecuentista (del cual MLE es un
ejemplo paradigmatico) radica en el tratamiento de
la incertidumbre. Un bayesiano considera todos los
parametros como variables aleatorias y define dis-
tribuciones para representar la incertidumbre sobre
estos parametros. (Existe un paralelismo conceptual
con como MML trata los parametros de las per-
sonas, aunque el enfoque bayesiano lleva esta idea
hasta sus ultimas consecuencias). El objetivo prin-
cipal de un andlisis bayesiano es caracterizar la dis-
tribucién posterior, la cual refleja la incertidumbre
sobre los parametros después de conocer los datos y
que se obtiene combinando, a través del teorema de
Bayes, la distribucion previa (que representa el co-
nocimiento y la incertidumbre antes de conocer los
datos) con la funcién de verosimilitud. El lector que
quiere aprender sobre este enfoque puede consultar,
entre otros, los libros de Fox* y Levy y Mislevy?**.
Un analisis psicométrico en el marco de la TRI
no termina con la estimacion de los parametros del
modelo. Una pregunta natural que surge es qué tan
confiables o precisas son estas estimaciones, ya que el
psicometra sabe que, en general, el valor estimado 9
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de un pardmetro no coincide exactamente con su va-
lor verdadero 9; es decir, casi siempre hay un error de
estimacion. En el tercer y ultimo articulo de esta serie
abordamos este tema con mayor detalle con un énfasis
particular en la funcion de informacion de Fisher.
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Se derivan las ecuaciones 15 de estimacion de parametros por MML a partir de la funciéon de logverosimi-
litud en la ecuacion 14. Para razones de identificacion, se fija u = 0 y se estiman entonces los parametros

(B1, B2y -+- » Pms> T2).

Calculamos la derivada parcial de la logverosimilitud con respecto a cada uno de los m + 1 parametros.

Primero, obtenemos la derivada parcial con respecto a f3; para cualquier item i (i =1, ... , m).
00(B, 0% y) I
o’y
— Z 35, 108 f Pr(Y, = ¥, | 0, = 6,3 B) @0,2(6,) d6,,
L

B i % o Pr(Yy =, |0, = 6,:B) 9o,2(8,) d6,
p=1 /e Pr(Yp =¥y | 0y = 0,:B) 902(6;) d8,,

_ i f_-'-:,o 31[31 [Pr(yp =Yp | Gp = ep; B) Po,62 (ep)] dep
- Pr(Y, = yp; B,02)

donde el denominador es la probabilidad marginal (para p = 0) en la ecuacion 13. Recordando que, en
general para cualquier funcion f, d log f(x)/dx = 1/f(x) x df(x)/dx y, por lo tanto, df(x)dx = f(x) x d log
f(x)dx, y aplicandolo al integrando en el numerador, se obtiene:

02(B,0%y) Zn: f:r: Pr(Yy, = yp | ©p = 8,;B) 0o ,02(6p) a%ilog[Pr(Yp =¥p | 0p = 6:B) Po,2(6,)] d6,
B, ] Pr(Y, = y,;B,02)
+o0
_ zn: J' Pr(¥p, =y, | 0p = 6y; 3) ©o,02(8p) dlog[Pr(Y, =y, | 0, = 6,;B) Po,02 (ep)]
& Pr(Y =y, B a?) aBl

Aplicando el teorema de Bayes a la primera fraccion, resulta en:

9¢(B,0%y) Z f 06,V = y,; 8,02) BT (o = ¥ [ 89 B) 00.2(8))

de
T dB; P

donde ¢(6,|Y, = yp; B, 0*) representa la densidad de 6, condicional a las respuestas observadas y, de la
persona p y en funcién de los parametros (8, 0%); es decir, considerando la distribuciéon posterior de ®,. Al
final de este anexo elaboraremos esta distribucion posterior.

Ahora, seguimos elaborando la ecuacién A.1:
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a¢ dlog|Pr(Y, =y,|0, =0,;B) @,,2(0
(l;gl ;Y) Zfd)(eP'Y = y,:B,02) [Pr(Y,, plagi »; B) @, (p)]de

n +w
dlog[Pr(Y, =y, |0, =0,;B)| +log ¢, ;2(0

Z f 0(6,|Y, = yp; B, 02) [Pr(¥y =y | paB.p )] 0,02(6p) 4o

== i

S 9 log[Pr(¥ |6, = 6,;8)]
0 r = = ;

5T sty - popy 2 o)

P=1—-00 l

Con respecto a la derivada en la ultima expresion, se obtiene:

dlog[Pr(¥, =y, |0, = 0,; )] i 1—[ exp [ypi(8p — B)]
aB; 1+exp (6, —B:)

0 Zl exp [Vpi(0p — Bi)]

0B L BT+ exp (8, —B)

_07,(0, =B dlog[1+exp (8, — )]
E 2P,
I (Pt

¢ 1+exp(8,—B:)

Sustituir este resultado en la ecuacion A.2, resulta en:

9£(B, 0% y) exp (8, — By) o
I Z f [ T +exp (6, — B;) ¢(6,|Yp = ¥p; B,0%) d6,

n + oo
- Z f (=¥pi) ¢(eplyp = y,;B,0%) d6,
p=1 -0

o[ _ew (6, —Bo) o
* Z f 1+ exp (6, — By) ¢(6,Y, = ¥p; B,0%) d6,,

p=1-
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98B, 0%; n +oo
(Ba—giy) = le [(_ypi) __[O ¢(9P|Yp = yp; B’ 0.2) dep

n 400
exp (6, — Bi) o
+;_f 1+ exp (ep - B) ¢(9p|Yp =Yy B, 02) dep

(6,
Z( Y [ e L (0, l¥, = 3,7 a0,

P=1—-c0

_ exp (6, B
__Sl+2f1+exp(9 B)¢>(6p|Y =i B,0%) dby,

exp (6p—B)
donde s; se define como en la ecuacién 5. La integral en la tlltima expresion es el valor esperado de ngﬁ)

(la probabilidad de que la persona p acierte el item i) con respecto a la distribucion posterior del parametro
0, alaluz de las respuestas observadas y, de la persona p:

T, ] .f = e ¢(eply =Yp: B, 02) do, .

E
Op|yp.B.o? [1 +exp (8, — 1+exp (6, — B )

Igualar la Ec. (A.3) a 0 y reacomodar términos resulta en:
n

Y exp (0, — B1)
bt [1+ exp (8, — b))

A continuacion, aplicamos una estrategia similar para la derivada parcial de lalogverosimilitud con respecto a o:

n +oo
04(B, o%; 9
(Bao 2 = ;% log lJ Pr(Y, =¥, | 0, = 6, B) 9o,62(8p) d6,

+00

zn: ai — Pr(yp =Yp | 0p = 6p; ﬁ) ®o,62 (ep) de,
p=1 Pr(Yp =Y | 0p = 6p; B) @06 (ep) de,
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0¢(B,0%y) zn: f:r;o ;_o [Pr(Y, =y, | 0 = 6, B) ©0,52(8,)] 46
B Pr(Yy = yp; B,0?)

f:r;o Pr(Y, =y, | 0, = 8,;B) ©o,2(8p) aa—gl()g[Pr(Yp = ¥p | Op = 85; B) 9o,02(6,)] d6

Pr(Y, = yp; B,0?)

Il
=
||M:
o

_ i v Pr(¥y = yp [0p = 6, B) ©0,52(6p) 01og[Pr(Yy, =y, | ©p = 8,;B) 90,0 (ep)]

p=1 oo Pr(Y, = yp; B,0?) 60
n +o
dlog[Pr(Y, =y,|0,=0,;B) ¢ 9
- Z f ¢(ep|yp=J’piB'02) [ ( 2 p| a’; p ) 0,02( p)] 40
P=1-00

n +o
d1og[Pr(Y,, =y, | 0, = 0,; B)] 91og @y 2(8
- Z _f ¢(ep|yp:3’p;3'52) [ ( P pl P p )] 0,0 ( p) do,

do do

+co

n
dlog @, ,2(0
= Z f ¢(0,|Y, = ¥,;B,0%) —a‘;" (8) de,, .

La dltima derivada es igual a:

dlog @4 42(6,) i [

92
9o mep< 20 )]

S (V2m) -1 %
—ao_ 0og T 0go 202

_ 1.8

c o3

Sustituir este resultado en la ecuacion A.6 resulta en:

do

n +ox

2£(B, 0% y) 16

T as Z _E+§ d)(eplYP:yP;B'Gz)dep
P=1-00

+ 00

=if —- ¢(ep|y = y,;B,0%) de, +Zf 3<;>(e,[,|y = y,;B,0%) d6,

p=1-

Inv Ed Med. Vol. 15, n.° 59, julio-septiembre 2026


https://doi.org/10.22201/fm.20075057e.2026.59.26791

n +oo n +o
at ) 2; 1 92
(Baz : - z l<_5) f ¢(9p|Yp =i 02) ddp| + : : j 0_13) ¢(ep|yp =DYp; B'GZ) do,
. —® p=1-0c0

I
gt

n to
1 1
(_E> +§Z f 9§¢(ep|yp=yv;ﬁ'°2)dep
P=1-00

——+—Z f 92 ¢(6P|Y YP'BG)de

Reconociendo que la altima integral representa el valor esperado de 03 con respecto a la distribucion posterior
de ©, a laluz de las respuestas observadas y, de la persona p, escribimos:

+ 00

Eo,lyp B0 (67) = f 07 ¢(8,|Y, = ¥p; B,0%) d6,,

e igualando la ecuacién A.7 a 0 y reacomodando términos, obtenemos:

n
1

= Ez Op|yp.B.02 (6127) :

Por ultimo, derivamos la distribucién posterior ¢(6,|Y, = y,; B, 0°) con respecto a la cual se definen los
valores esperados en las ecuaciones A.4y A.8:

Pr(Y =Yp | 0, = 6)p; B) Po,52 (ep)
Pr(Y, =y, B, 0?%)

¢(ep|yp = Yp; B, 02)

En esta ecuacion Pr(Y, = y, | 6,; B) es igual a:

exp [Vpi(0p — Bi)]
1+ exp (6, — B;)

Pr(Yp =JYp | 6p; B) =

i=1

— exp(,0,) [f[exp(—ypisi) (0, B)
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donde 7¢(e,, B) = 1/IT%,[1 + exp (8, — B;)]- Sustituyendo este resultado en (A.10), se obtiene:

Pr(Yp =Yp | 0, = 0y, B) Po,62 (ep)
ffof Pr(Yp =Yp | 0p = p; B) Po,02 (ﬁp) Po,02 (ﬁp) do,,

¢(9p|yp = Yp;B,0%) =

_ exp(xpﬁp) [Hz@l EXP(_yPiBi)] }[(ep' B) ‘Po,oz(ep)
fj; exp(xpﬁp) [Hﬁ1 EXP(_ypiBi)] 7{(‘917' B) Po,02 (ﬁp) do,,

_ [Hﬁl eXp(_yviBi)] exp(xp ep) H(ep' B) ©o,52 (ep)
[Hﬁ1 eXp(_ypiBi)] ff:f exp(xpﬂp) }[(‘Sp’ B) Po,02 (‘910) do,

_ exp(xpep) }[(ep' B) Po,62 (ep)
ffof exp(xpﬁp) }((ﬁp' B) Po,02 (ﬁp) dd,

= ¢(ep|xp = Xp; B, 02) .

La ultima linea indica que la distribucion posterior depende de los datos inicamente a través del puntaje
total de la persona (x,). Por lo tanto, los valores esperados en las ecuaciones A.4 y A.8 son idénticos para
todas las personas con el mismo puntaje total. Esto nos permite escribir las ecuaciones de estimacion para
MML en las ecuaciones A.5 y A.9 como en la ecuacion 15.
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